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Введение
Многочисленные нужды практики приводят нас к необходимости моделирования динамики развития реальных систем, а тем самым и зачастую к необходимости построения систем дифференциальных уравнений с определёнными свойствами. При моделировании задач классической физики дифференциальные равнения появляются естественным образом, когда мы формулируем на математическом языке соответствующие физические законы. В последнее время, однако, всё чаще приходится иметь дело с более сложными реальными системами, и здесь на первый план выходит качественное моделирование. При этом очень часто нам приходится составлять модели таких реальных систем, для которых общие фундаментальные законы могут служить лишь некоторым ориентиром. В этом случае мы, как правило, вынуждены отказаться от точных количественных оценок и строить модель, отражающую лишь качественные стороны поведения системы. Обычно это достигается искусным заданием правых частей соответствующей дифференциальной системы.
Полученная при моделировании дифференциальная система оказывается, как правило, достаточно сложной для исследования. Поскольку наша задача состоит лишь в выяснении качественной стороны эволюции реальной системы, то при изучении полученной дифференциальной системы мы можем заменить её на качественно эквивалентную её дифференциальную систему.
Таким образом, практика ставит перед нами следующие задачи:
задача некоторой унификации построения дифференциальных систем с заданными качественными свойствами;
в том случае, когда уже построена некоторая сложная дифференциальная система, встаёт задача о замене этой системы ей качественно эквивалентной, но удобной для дальнейшего исследования.
Для решения этих задач было бы разумно с одной стороны, иметь набор соответствующих модельных систем, т.е. достаточно богатый набор качественно различных дифференциальных систем, а с другой стороны, обладать математическим аппаратом, позволяющим устанавливать качественную эквивалентность модельной системы и исследуемой дифференциальной системы.
Качественное поведение решений дифференциальных систем во многом определяется наличием и количеством периодических решений, их начальными условиями.
Для выяснения вопросов о наличии и количестве периодических решений периодических систем наиболее часто используется отображение Пуанкаре и метод отражающей функции. Ниже будут приведены некоторые сведения о них.
Значительное число работ учёных всех стран мира посвящено качественному исследованию автономных дифференциальных систем небольших размерностей.
Неавтономные дифференциальные системы даже не высоких размерностей изучаются менее интенсивно из-за отсутствия методик их прямого исследования.
Получить сведения, о качественном поведении решений исследуемой неавтономной дифференциальной системы, возможно, установив её эквивалентность, в смысле совпадения отражающих функций, дифференциальной системы, стационарной или нестационарной, качественный портрет решений которой известен.
В данной работе рассматривается задача о построении дифференциальных систем, эквивалентных в смысле совпадения отражающих функций, системам с известным первым интегралом.
§1. Отображение Пуанкаре

Рассмотрим систему
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Будем считать, что эта система удовлетворяет следующим условиям:
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Чтобы не делать далее оговорок, будем считать также, что все решения системы [image: image11.wmf])
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 называют оператором или отображением сдвига вдоль решений системы [image: image14.wmf])
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 [1]. Имеют место следующие свойства оператора сдвига вдоль решений системы [image: image15.wmf])
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Каждое из этих свойств вытекает из свойств функции [image: image24.wmf])
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Докажем, к примеру, свойство [image: image25.wmf])
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Для его доказательства отметим, что в силу [image: image28.wmf]-
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Общий принцип.
Для того, чтобы продолжимое на [image: image45.wmf]]
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Необходимость очевидным образом следует из [image: image51.wmf]-
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 определена на некотором множестве, содержащем отрезок [image: image58.wmf]]
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Теорема доказана.
Таким образом, если при каком-то [image: image68.wmf]R
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Создаётся впечатление, что отображение Пуанкаре можно найти только зная общее решение дифференциальной системы.
Для отыскания отображения Пуанкаре (отображение за период) можно использовать некоторые вспомогательные функции, которые не совпадая с общим решением [image: image72.wmf])
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В.И. Мироненко в качестве такой функции использовал функцию [image: image73.wmf])
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 [2,3], которую назвал отображающей функцией. При известной отображающей функции [image: image74.wmf])
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В дальнейшем будем полагать [image: image78.wmf]w
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Приведём теперь известные факты об отражающей функции [3,4].
§2. Общие сведения об отражающей функции
Рассмотрим систему
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cчитая, что правая часть которой непрерывна и имеет непрерывные частные производные по [image: image82.wmf]i
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Отражающей функцией системы [image: image87.wmf])
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Для отражающей функции справедливы свойства:
для любого решения [image: image91.wmf],
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для отражающей функции [image: image95.wmf]F
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Как известно, в большинстве случаев система дифференциальных уравнений [image: image105.wmf])
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 не может быть проинтегрирована в элементарных функциях или в квадратурах. Это вынуждает исследовать решения системы по самим дифференциальным уравнениям.
Знание отражающей функции системы [image: image106.wmf])
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 позволяет решать вопросы существования, количества и начальные данные периодических решений системы.
Поскольку у разных дифференциальных систем может быть одна и та же отражающая функция, то с помощью отражающей функции можно заменить одну дифференциальную систему на качественно ей эквивалентную и более простую другую дифференциальную систему.
Пример.
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Приведём более точное понятие эквивалентности, в смысле совпадения отражающих функций, дифференциальных систем.
Эквивалентные системы.
Рассмотрим класс систем
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считая, что её правая часть непрерывно дифференцируемая. Будем говорить, что множество систем вида [image: image112.wmf])
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 образует класс эквивалентности, если существует дифференцируемая функция [image: image113.wmf]n

R

D

F

®

:

 со свойствами:
[image: image114.wmf])

1

 отражающая функция [image: image115.wmf]n

R

G

Ф

®

:

 любой системы из рассматриваемого множества совпадает в области определения [image: image116.wmf]G

 с функцией [image: image117.wmf]F
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, содержится в рассматриваемом множестве.
Две системы вида [image: image123.wmf])
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 при этом будем называть отражающей функцией класса, а класс - соответствующим отражающей функции [image: image125.wmf]F

.
Для построения систем имеющих одну и ту же отражающую функцию можно воспользоваться теоремой:
Лемма 2.1 Для всякой непрерывно-дифференцируемой функции [image: image126.wmf]n
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Доказательство. Продифференцируем тождество [image: image132.wmf])
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[image: image135.wmf],

)

,

(

E

F

F

t

F

x

x

º

-


[image: image136.wmf],

0

)

,

(

)

,

(

º

-

+

-

-

t

x

t

F

F

t

F

F

t

F


из которых следует неравенство [image: image137.wmf]0
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Лемма доказана.
Теорема 2.1. Пусть [image: image140.wmf]n
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Тогда, для того, чтобы в области [image: image146.wmf]G
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где [image: image151.wmf]n
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 есть некоторая непрерывно дифференцируемая вектор-функция.
Доказательство. Необходимость. Пусть [image: image152.wmf]F

 есть отражающая функция некоторой системы [image: image153.wmf])
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Тогда используя тождества [image: image157.wmf])
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из которых следует, что всякая система, для которой [image: image165.wmf])
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 есть отражающая функция, может быть записана в виде [image: image166.wmf])
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Достаточность. Пусть в системе [image: image167.wmf])
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 однозначно определяется своими начальными данными. Тогда, в чём можно убедиться подстановкой, выполняется основное соотношение для отражающей функции [image: image170.wmf])
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. Поэтому, согласно третьему свойству отражающей функции, функция [image: image171.wmf]F

 является отражающей функцией системы [image: image172.wmf])
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Теорема доказана.
Т.о. варьируя вектор-функцию [image: image173.wmf]R

 мы получим все системы имеющие заданную отражающую функцию.
У эквивалентных систем одинаковое количество периодических решений, т.к начальные данные периодических решений определяются из уравнения [image: image174.wmf]x
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половина периода правой части соответствующих дифференциальных систем.
Пусть известно, что системы [image: image176.wmf])
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принадлежат одному классу эквивалентности, и пусть одна из этих систем, скажем, система [image: image181.wmf])
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 может быть непериодической. Откуда следует
Теорема 2.2. Пусть система [image: image190.wmf])
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 можно установить взаимооднозначное соответствие.
Уравнения
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например, принадлежат одному классу эквивалентности с отражающей функцией [image: image201.wmf]t
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первого уравнения соответствует единственному решению задачи [image: image204.wmf])
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§3. Возмущения дифференциальных систем, не меняющие отражающей функции
Наряду с дифференциальной системой
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будем рассматривать множество систем
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произвольная непрерывно дифференцируемая вектор-функция. Систему [image: image211.wmf])
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возмущением. Выясним вопрос об эквивалентности в смысле совпадения отражающих функций дифференциальных систем [image: image213.wmf])
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Как известно, отражающая функция системы [image: image215.wmf])
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 обязана удовлетворять следующему соотношению
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Для решения поставленной задачи нам потребуются некоторые вспомогательные утверждения. Справедлива [4]
Лемма 3.1. Для любых трёх вектор-функций
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имеет место тождество
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 [image: image220.wmf])
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Доказательство.
Будем преобразовывать левую часть тождества [image: image221.wmf])
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Лемма доказана.
Лемма 3.2. Пусть [image: image227.wmf])
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 есть отражающая функция системы [image: image228.wmf])
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 с непрерывно дифференцируемой правой частью. Тогда для каждой непрерывно дифференцируемой вектор-функции [image: image229.wmf])
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удовлетворяет тождеству
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 [image: image233.wmf])
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Доказательство.
Подставив функцию [image: image234.wmf])
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, придем к следующим тождествам:
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Выразим из соотношения [image: image237.wmf])

5

.

3

(

 частную производную [image: image238.wmf])

,
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x

t

t

F

¶

¶

, подставим в последнее тождество и будем преобразовывать получившееся выражение:
[image: image239.wmf](
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Применив к первым двум слагаемым последней части этой цепочки тождеств тождество [image: image240.wmf])

4

.

3

(

 придем к следующим соотношениям:
[image: image241.wmf]-
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[image: image242.wmf].
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Выразим из соотношения [image: image243.wmf])

3

.

3

(

 выражение, находящееся в скобках последнего тождества и подставим в последнее из получившихся тождеств:
[image: image244.wmf](
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Учитывая определение функции [image: image245.wmf])

,
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t

U

, полученное тождество можно переписать в виде
[image: image246.wmf](
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Мы пришли к соотношению
[image: image247.wmf]).
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Прибавив к левой и правой частям этого соотношения выражение [image: image248.wmf])
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, придем к нужному нам тождеству [image: image249.wmf])
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.
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(

и тем самым докажем лемму.
Лемма доказана.
Теорема 3.1. Пусть вектор-функция [image: image250.wmf])

,
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t
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 является решением дифференциального уравнения в частных производных
[image: image251.wmf].
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 [image: image252.wmf])
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Тогда возмущенная дифференциальная система [image: image253.wmf])

2

.

3

(

 где [image: image254.wmf]-

)

(

t

a

произвольная непрерывная скалярная нечетная функция, эквивалентна дифференциальной системе [image: image255.wmf])

1

.

3

(

 в смысле совпадения отражающих функций.
Доказательство. Пусть [image: image256.wmf]-

)

,

(

x

t

F

отражающая функция системы [image: image257.wmf])

1

.

3

(

 Следовательно, эта функция удовлетворяет дифференциальному уравнению [image: image258.wmf])

3

.

3

(

. Покажем, что помимо этого уравнения при условиях теоремы она удовлетворяет тождеству
[image: image259.wmf])).
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 [image: image260.wmf])
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С этой целью введем функцию [image: image261.wmf])

,

(

x

t
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 по формуле [image: image262.wmf])
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.

3

(

. Согласно предыдущей лемме, эта функция удовлетворяет тождеству [image: image263.wmf])
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.

3

(

. При условиях доказываемой теоремы, с учетом соотношения [image: image264.wmf])
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.

3

(

 это тождество переписывается в виде
[image: image265.wmf].
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Кроме того, поскольку для всякой отражающей функции [image: image266.wmf]F

 верно тождество [image: image267.wmf]x
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)

,
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(

, имеют место соотношения
[image: image268.wmf].
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Поставим следующую задачу Коши для функции [image: image269.wmf])
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[image: image270.wmf]ï
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Решение этой задачи существует и единственно [6, с.66]. Таким образом, имеет место тождество [image: image271.wmf],
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º

 влекущее за собой тождество [image: image272.wmf])
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.
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.
Теперь покажем, что отражающая функция [image: image273.wmf])

,

(

x

t

F

 дифференциальной системы [image: image274.wmf])

1

.

3

(

 является также и отражающей функцией дифференциальной системы [image: image275.wmf])

2

.

3

(

. Для этого нужно проверить выполнение основного соотношения [image: image276.wmf])

3

.

3

(

, которое в данном случае должно быть переписано в виде
[image: image277.wmf](
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 [image: image278.wmf])
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.
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Последовательно преобразовывая левую часть последнего соотношения и учитывая нечетность функции [image: image279.wmf])

(

t

a

, приходим к следующей цепочке тождеств:
[image: image280.wmf]º
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[image: image281.wmf].
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Оба слагаемых, стоящих в квадратных скобках, тождественно равны нулю. Первое - потому, что для отражающей функции системы [image: image282.wmf])
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 верно тождество [image: image283.wmf])
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, второе - потому, что при условиях теоремы верно тождество [image: image284.wmf])
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. Следовательно, тождество [image: image285.wmf])
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выполняется и функция [image: image286.wmf])
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 является отражающей функцией системы [image: image287.wmf])
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.
Теорема доказана.
Следствие3.1. Пусть функции [image: image288.wmf])
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 являются решениями дифференциального уравнения в частных производных [image: image289.wmf])
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 сходится к непрерывно дифференцируемой функции, эквивалентны между собой в смысле совпадения отражающих функций и все они эквивалентны дифференциальной системе [image: image294.wmf])
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Доказательство следствия очевидно и сводится к последовательному применению теоремы 3.1

Замечание 3.1. В [2, с.24] доказано, что правая часть стационарной дифференциальной системы, эквивалентной дифференциальной системе [image: image295.wmf])
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 в смысле совпадения отражающих функций, если такая система существует, может быть найдена по формуле [image: image296.wmf]).
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 [image: image299.wmf])
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где [image: image300.wmf]-

D

)

,

(

x

t

k

решения уравнения [image: image301.wmf])
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. Последующие рассмотрения направлены на решение этой задачи. Решив ее, мы сможем заменить изучение свойств решений нестационарных систем изучением свойств решений стационарных систем вида [image: image302.wmf])
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§4. Стационарный интеграл
Рассмотрим систему
[image: image303.wmf]),

,

(

x

t

f

x

=

&

 [image: image304.wmf])

,

,

(

1

n

x

x

x

K

=

, [image: image305.wmf]D

x

t

Î

)

,

(

 [image: image306.wmf])

1

.

4

(


с непрерывной в области [image: image307.wmf]D

 функцией [image: image308.wmf]f
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Лемма 4.1. Для любого решения [image: image333.wmf])
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Доказательство. Действительно,
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Лемма 4.2. Дифференцируемая функция [image: image343.wmf])
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 представляет собой первый интеграл системы [image: image345.wmf])
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 обращается в нуль.
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есть первый интеграл системы [image: image350.wmf])
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 на основании леммы1 будем иметь тождество
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а с ним и достаточность.
Лемма доказана.
Из определения первого интеграла следует, что постоянная на [image: image366.wmf]G

 функция также является первым интегралом системы [image: image367.wmf])

1

.

4

(
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Функцию [image: image373.wmf])
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 будем называть стационарным первым интегралом системы [image: image374.wmf])
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, если она не зависит от [image: image375.wmf]t

 и является первым интегралом системы [image: image376.wmf])
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Теорема 4.1. Для того, чтобы система [image: image377.wmf])
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 правой частью имела в [image: image380.wmf]D

 невырожденный стационарный первый интеграл, необходимо выполнение тождества
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f

, [image: image385.wmf]-

=

,

,...,

1

n

i

компоненты вектор-функции [image: image386.wmf]f

.
Доказательство. Пусть [image: image387.wmf]-
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стационарный первый интеграл системы [image: image388.wmf])
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. Тогда согласно лемме 4.2 должно выполняться тождество
[image: image389.wmf].
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 [image: image390.wmf])
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Это означает, что при каждом фиксированном [image: image391.wmf]x

 функции [image: image392.wmf])
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 линейно зависимы на интервале их существования. Поэтому вронскиан этих функций (левая часть тождества [image: image393.wmf])
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) обязан обращаться в нуль.
Теорема доказана.
Выясним условия, при которых система [image: image394.wmf])
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 имеет стационарный интеграл. Будем считать, что условия теоремы 4.1 выполнены. Составим систему линейных уравнений относительно неизвестных функций [image: image395.wmf]:
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Теорема 4.2. Для того, чтобы система [image: image400.wmf])
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 правой частью имела хотя бы один стационарный интеграл [image: image403.wmf])
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интегрируется одним соотношением [image: image409.wmf]c
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Необходимость. Пусть система [image: image410.wmf])
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 имеет стационарный интеграл [image: image411.wmf])
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. Тогда согласно лемме 4.2 должно выполняться тождество [image: image412.wmf])
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Достаточность. Пусть теперь система [image: image418.wmf])
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так как [image: image426.wmf])
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Теорема доказана.
Теорема 4.3. Пусть система [image: image429.wmf])
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интегрируется с помощью соотношений [image: image436.wmf],
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Доказательство. Согласно теореме 4.2 функции [image: image441.wmf])
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Из линейной независимости векторов [image: image450.wmf])
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Теорема доказана.
Теорема 4.4. Пусть выполнены все условия теоремы 4.1 и существует некоторое [image: image457.wmf],
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не вырождается в тождество и интегрируется одним соотношением [image: image460.wmf]c
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Доказательство. Так как уравнение [image: image464.wmf])
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Эти коэффициенты образуют единственное с точностью до множителя решение [image: image472.wmf])
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, которому соответствует уравнение Пфаффа вида [image: image474.wmf])
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. Ссылка на теорему 4.3 завершит доказательство.
§5. Способ построения дифференциальных систем, эквивалентных стационарным системам
Как известно исследованию стационарных дифференциальных систем посвящено огромное число работ. Это объясняется тем, что эти системы во многих отношениях являются более просто исследуемыми, чем неавтономные системы. Благодаря этому целесообразно использовать для изучения дифференциальных неавтономных систем стационарные системы, если удаётся установить одинаковость качественного поведения решений этих систем. Такая эквивалентность в поведении решений может быть установлена с использованием метода отражающей функции. Когда две системы имеют одну и ту же отражающую функцию, то качественное поведение решений этих систем одинаково, т.е. периодические решения остаются таковыми, ограниченные - ограниченными, устойчивые - устойчивыми. В этом параграфе с использованием [1] и понятия первого интеграла системы показана возможность построения дифференциальных систем, эквивалентных данной (стационарной).
Пусть имеется дифференциальная система
[image: image475.wmf]R

t

R

x

x

X

x

n

Î

Î

=

,

),

(

&

 [image: image476.wmf])

1

.

5

(


с правой частью, удовлетворяющей теореме существования и единственности. Предположим, что функция [image: image477.wmf]c
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Теорема 5.1. Дифференциальная система
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 является непрерывно дифференцируемой функцией, имеет ту же отражающую функцию что и система [image: image483.wmf])
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Доказательство. Правую часть системы [image: image484.wmf])
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Выражение [image: image494.wmf]0
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Из теоремы вытекают следующие замечания:
Замечание 5.1. Известно, что если дифференциальная система [image: image499.wmf])
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Замечание 5.2 Особый интерес представляет построение нестационарных систем, эквивалентных хорошо исследованной стационарной. Приведём пример такого построения. Как известно исследованию стационарных дифференциальных систем посвящено огромное количество работ. Это объясняется тем, что эти системы во многих отношениях являются более просто исследуемыми чем неавтономные системы. Если различные дифференциальные системы имеют одну и ту же отражающую функцию, то значит они имеют одно и то же отображение за период в том случае, когда эти системы периодичны. При этом следует учитывать, что качественное поведение решений дифференциальных систем с одной и той же отражающей функцией одинаково.
Рассмотрим дифференциальную систему
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которая имеет, в зависимости от знака [image: image506.wmf]0
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Справедлива следующая
Теорема 5.2. Дифференциальная система
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непрерывные нечётные, вектор функции
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и функции [image: image517.wmf])
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 непрерывно дифференцируемы, имеет ту же отражающую функцию, что и система [image: image519.wmf])
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Доказательство. Правую часть системы [image: image520.wmf])
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Проверим для указанного [image: image523.wmf]k
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Находим
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Здесь учтены равенства
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Аналогичным образом легко убедиться, что и [image: image531.wmf]k
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Действительно
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В соответствии с теоремой 1 [5, с.1326] добавка к правой части системы [image: image536.wmf])
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 не изменяет её отражающей функции.
Теорема доказана.
Теорема 5.3. Пусть в системе [image: image539.wmf])

5

.

5

(

 функции [image: image540.wmf])

(

t

k

a

 и [image: image541.wmf])

(

t

k

b

 [image: image542.wmf]-

p

2

периодичны. Тогда все решения этой системы, начинающиеся при [image: image543.wmf]p

-

=

t

 на окружности [image: image544.wmf]2

2

2

a

y

x

=

+

, являются [image: image545.wmf]-

p

2

периодическими. Все остальные решения, кроме тривиального, при [image: image546.wmf]¥

®

t

 либо стремятся к одному из указанных периодических, либо уходят от них в зависимости от знака [image: image547.wmf]l

.

Замечание 5.3. Если правая часть системы представляет собой многочлены от искомых функций и известен полиномиальный первый интеграл такой системы, то с помощью указанной теоремы легко строится система с полиномиальной правой частью степень многочленов которой выше, чем в исходной системе. Следует отметить также и возможность решения обратной задачи. Пример решения такого типа задачи приведём ниже.
Рассмотрим уравнения
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Здесь [image: image552.wmf]-
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Правую часть уравнения [image: image554.wmf])
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Лемма 5.1. Если функция [image: image563.wmf])
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Доказательство: Вычислим [image: image566.wmf]t
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, [image: image567.wmf]x
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, [image: image568.wmf]x
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[image: image569.wmf].
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Подставим полученные выражения в уравнение [image: image570.wmf])
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Раскрывая скобки и приравнивая коэффициенты при одинаковых степенях [image: image572.wmf]x
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Выражая из первого, второго и третьего уравнений системы [image: image576.wmf])

(

t

r

&

, [image: image577.wmf])

(

t

s

&

, [image: image578.wmf])

(

t

m

&

 соответственно и умножая четвёртое и пятое уравнения системы на [image: image579.wmf])
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Лемма доказана.
Лемма 5.2. Пусть функции [image: image580.wmf])
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 [image: image585.wmf])
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Доказательство: Рассмотрим более подробно четвёртое уравнение системы [image: image586.wmf])
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Поскольку по условию леммы [image: image589.wmf]0
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Аналогично, из пятого уравнения системы [image: image595.wmf])
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Лемма доказана.
Лемма 5.3. Пусть функция [image: image597.wmf])
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Доказательство: Рассмотрим равенство
[image: image605.wmf])
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из условия леммы 5.1. Тогда
[image: image606.wmf])
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Поскольку [image: image607.wmf]0
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Поскольку функция [image: image609.wmf])
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 задаваемая выражением [image: image612.wmf])
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 удовлетворяет равенствам из условия леммы 5.1.

Лемма доказана.
Теорема 5.4. Если функции [image: image613.wmf])

(

),

(

),

(

),

(

),

(

3

2

1

0

t

t

b

t

b

t

b

t

b

a

 и [image: image614.wmf])

(

),

(

),

(

t

m

t

s

t

r

 таковы, что выполняются условия
[image: image615.wmf]0

))

(

)

(

)

(

)

(

)

(

3

)

(

)

(

)

(

)

(

3

(

)

(

2

3

1

3

0

=

+

+

-

-

t

b

t

s

t

b

t

t

r

t

b

t

m

t

b

t

b

t

m

a

&

 и
[image: image616.wmf]0
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то уравнение
[image: image617.wmf])
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где [image: image618.wmf])
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 - нечётная функция, эквивалентно уравнению [image: image619.wmf])
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Это следует из теоремы 2 [8]
Следствие 5.1.

Уравнение
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эквивалентно уравнению Риккати вида [image: image621.wmf])
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§6. О некоторых аспектах применения отражающей функции для исследования свойств решений дифференциальных систем
Рассмотрим систему
[image: image625.wmf])
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Лемма 6.1. Пусть [image: image627.wmf]-
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Теорема 6.1. Пусть [image: image639.wmf]-

w

2

периодическая дифференциальная система [image: image640.wmf])
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Доказательство. Докажем сначала продолжимость решения [image: image658.wmf])
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Таким образом, для любого натурального [image: image695.wmf]k
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Теорема доказана.
Теорема 6.2. Пусть выполнены условия А), В), и Г) теоремы 6.1, а решение [image: image698.wmf])
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Дальнейшее доказательство следует из факта совпадения отображений [image: image712.wmf])
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Теорема доказана.
Заключение
При изучении поставленных вопросов важную роль играет отображение за период (отображение Пуанкаре), для отыскание которого используют вспомогательные функции, названные отображающими функциями.
Отражающей функцией названа функция, позволяющая по состоянию системы x (t) в момент времени t найти состояние этой системы x (-t) в момент времени (-t). Эта функция применена для качественного исследования неавтономных систем и, в частности, для решения вопросов существования и устойчивости периодических дифференциальных систем.
Знание отражающей функции позволяет определить отображение за период системы и, значит, найти начальные данные её периодических решений, а также проверить их на устойчивость.
Основное соотношение
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позволяет найти отражающую функцию или установить её структуру. Даны необходимые и достаточные условия, того, чтобы первая компонента отражающей функции дифференциальной системы второго порядка не зависела от второй компоненты.
Частным случаем этого результата являются необходимые и достаточные условия чётности первой компоненты любого решения рассматриваемой системы. Установлен вид отражающей функции при указанном условии.
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