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1. ПРОСТРАНСТВЕННО-ВРЕМЕННАЯ МЕТРИКА

В четырехмерном римановом пространстве общее выражение для интервала[image: image1.png]


между двумя событиями выражается производными
[image: image2.png]dxv (v




 следующим образом:

[image: image3.png]drde = gudx"dx",



 (1.1.1)

где[image: image4.png]


— свободные индексы (а не обозначения степеней), и, кроме того, принято обычное правило суммирования (повторяющийся свободный индекс предполагает суммирование по всем его значениям 0, 1,2, 3). Таким образом, выражение (1.1.1) представляет собой сумму 16 членов. Значения[image: image5.png]Huv



— функции координат; они определяют собой метрику пространства.

В соответствии с общей теорией относительности эта метрика зависит от распределения материи; значения[image: image6.png]uv



удовлетворяют некоторым дифференциальным уравнениям в частных производных, известным как уравнения Эйнштейна. Такая метрика называется пространственно-временной.

Последовательность координат движущейся частицы описывает ее «мировую линию», в частности, мировая линия частицы, свободно перемещающейся в гравитационном поле, называется геодезической.

Для наших целей достаточно ограничиться рассмотрением статического сферически симметричного поля, создаваемого единственной изолированной массой. Отождествим[image: image7.png]{xt, x5, X



с пространственными координатами относительно центра симметрии, а[image: image8.png]


 временной координатой, обозначив ее через t. Предположение о статичности поля подразумевает, что значения[image: image9.png]v



не являются функциями t, а радиальный масштаб может быть определен как произвольная функция радиуса. Поскольку этот масштаб выбран, дифференциальные уравнения, описывающие геодезическую, заданы полностью.

Тем не менее остается свободным еще выбор пространства координат[image: image10.png]{x"
L X

x%)



что эквивалентно выбору геометрической проекции при построении двухмерных карт. Аткинсон [8] показал, что релятивистские свойства сферически симметричного поля можно строго описать в рамках трехмерного евклидова пространства, поскольку предположение о сферической симметрии подразумевает неизменность вида метрики при евклидовых преобразованиях пространственных координат.

Принимая такую точку зрения, мы определяем евклидово пространство тремя взаимно ортогональными декартовыми осями с началом в центре симметрии; эта система координат описывает покоящуюся систему отсчета. Определим координатный вектор х и координатную скорость[image: image11.png]dx/di



как трехмерные евклидовы векторы, компоненты которых соответствен
[image: image12.png]X°) u (dxtdé, dxP/de, dat/df)




Если[image: image13.png]


— единичный вектор в направлении х, то наиболее

общее выражение интервала[image: image14.png]


в случае статического сферически симметричного поля имеет вид

[image: image15.png]e dx)? ~— enda?,




 (1.1.2)

где[image: image16.png]


 — константа,[image: image17.png]ai, L, %



— функции радиуса [image: image18.png]


(в этойформуле и далее все индексы — показатели степени). 
Рассмотрим только так называемые временноподобные интервалы, для которых [image: image19.png]dit = 0;



 в этом случае т называется «собственным» временем. Аткинсон [9] показал, что уравнения Эйнштейна приводят к двум соотношениям между коэффициентами формулы (1.1.2), которые в наших обозначениях таковы:
[image: image20.png]2 w2
al ¢




 (1.1.3)

[image: image21.png]{4 e = (L L2



 (1.1.4) где[image: image22.png]


— другая константа, а также

[image: image23.png]do
%y =
1= T




Выбором[image: image24.png]


, как произвольной функции радиальной координаты, можно описать бесконечное число сферически симметричных метрик, удовлетворяющих уравнениям Эйнштейна. Единственное условие, которое должно быть при этом удовлетворено, заключается в том, что приниными словами, на бесконечном расстоянии [image: image25.png]x| oo, % |x|>0nx—>U




от начала координат выражение интервала принимает вид (1.1.5)

[image: image26.png]cdv? = 6% —d;





который задает плоскую метрику Минковского специальной теории относительности. Система отсчета, в которой метрика имеет вид (1.1.э), называется инерциальной или лорентцевой системой отсчета.

1.1 Скорость света

Мировая линия фотона, называемая нулевой геодезической, определяется так, что[image: image27.png]dv



всегда равно нулю. Уравнение (1.1.5) показывает, что на нулевой геодезической в бесконечном удалении от начала

[image: image28.png]



т. е. координатная скорость света в «пустом» пространстве равна [image: image29.png]


, Однако в нашем евклидовом пространстве координатная скорость света не равна[image: image30.png]


. Приняв в[image: image31.png]{1.1.2) a

T = Y,



имеем

[image: image32.png]ex("’) +e“(u e )2

It



(1.1.6)

что эквивалентно

[image: image33.png]B A A e



 (1.1.7)

Скорость света в произвольной точке х зависит от радиальной координаты и направления. В радиальном направлении скорость задается формулой

[image: image34.png]



в то время как в тангенциальном направлении

[image: image35.png]



и, следовательно,

[image: image36.png]ﬁ)ﬂ -
o2
e




1.2 Шварцшильдовы координаты

Рассмотрим преобразование пространственных координат

[image: image37.png]5 = exlx, (1.1.8)




где[image: image38.png]


всегда равно[image: image39.png]


.

Дифференцируя это выражение и учитывая, что[image: image40.png]djz| = u'dz,



 получаем

[image: image41.png]ds = ex/?
et (U & Yo au') de,
(1.1.9)




откуда следует, что

[image: image42.png]=" {da® - [(1 -+ Vouy |2 |)* — 1] (w'd2)®}  (1.1.10)




и

[image: image43.png](&'ds)? = e* (1 -+ Yoy | @))% (w'dx)”, (1.1.11)




Из формул[image: image44.png](1.1.10), (L.1.11}, (1.1.3) u (1.1.4)



видно, что выражение (1.1.2) для интервала[image: image45.png]


преобразуется к виду

[image: image46.png]A

di® — (e — 1)} (u'ds)* — ds?,

(1.1.12)




Где

[image: image47.png](1.1.13)




Выражение [image: image48.png]


— векторная форма метрики в стандартных координатах Шварцшильда; соответствующую скалярную форму в сферических координатах, как строгое решение уравнений Эйнштейна, впервые получил в 1916 г. К. Шварцшильд.

Мы показали, что общее выражение (1.1.2) с помощью формул (1.1.3) и (1.1.4) может быть приведено к шварцшильдовой форме (1.1.12) путем чисто алгебраического преобразования соотношения (1.1.8). Таким образом, уравнения, выведенные с использованием метрики Шварцшильда, можно преобразовать к некоторой общей сферически симметричной метрике.

1.3 Изотропные координаты

Рассмотрим систему координат, определяемую формулой

[image: image49.png]e={14 w—’fu)‘ (1.1.14)




В соответствии с (1.1.3), получаем

[image: image50.png](1—

%z—m)(”‘ 2c2|w|}_2'

(1.1.15)




Дифференцируя (1.1.14) по[image: image51.png]| x]



, находим

[image: image52.png]1+ =
o+ Ygny | 2| = €M (1.1.16)




Следовательно, по (1.1.4) имеем

[image: image53.png]1+ et—%





или

[image: image54.png]e =0

(1.1.17)




и выражение (1.1.2) для элемента[image: image55.png]dr



принимает вид

[image: image56.png]—2 da?.
cszzzuz(l m) <1+ chraal) o <1+ 2le')(l.l.lB)




Это выражение известно как изотропная форма метрики Шварцшильда, поскольку, приняв в[image: image57.png](1.1.18) dt



, можно найти, что координатная

скорость света в точке х, задаваемая формулой

[image: image58.png]— ) (1 )

(1.1.19)




одинакова во всех направлениях.

2. УРАВНЕНИЯ ГЕОДЕЗИЧЕСКИХ
Можно показать (см. Приложение В), что уравнения, определяющие геодезические, выводятся из обычных уравнений Эйлера — Лагранжа, которые в координатах Шварцшильда имеют вид

[image: image59.png]gTL_%(%‘Fo, (1.2.1)




[image: image60.png]%_:_r(i_i) —o, (1.2.2)




где[image: image61.png]


— лагранжиан,

[image: image62.png]L2 = 2 — et — 1) W3 + 8%, (1.2.3)




а точка сверху обозначает дифференцирование по[image: image63.png]



Уравнение (1.2.1) дает непосредственно

[image: image64.png]d
e =0




Или
[image: image65.png](1.2.9)




где[image: image66.png]


— постоянная интегрирования.

Формула (1.2.2) приводит к следующему выражению, вывод которого содержится в Приложении В:

[image: image67.png](1 + M)u —0. (1.2.5)




Умножая (1.2.2) векторно на[image: image68.png]


, получаем

[image: image69.png]



вследствие того что[image: image70.png]


Таким образом,

[image: image71.png]s X §=Hh, (1.2.6)




где Н — постоянная, а h — постоянный единичный вектор. Из последнего уравнения следует, что геодезическая лежит в плоскости, перпендикулярной h, а угловой момент по отношению к собственному времени остается неизменным. Угловой момент постоянен только в координатах Шварцшильда. В произвольной метрике, для которой [image: image72.png]


 уравнение (1.2.6) имеет вид

[image: image73.png]x X & =¢ "Hh, (1.2.7)




правая часть которого не является постоянной, поскольку x — функция[image: image74.png]



При этих условиях (1.2.6) эквивалентно уравнению

[image: image75.png](1.2.8)




и, следовательно, уравнение геодезической (1.2.5) в координатах Шварцшильда принимает вид

[image: image76.png]ER EELLER P (1.2.9)
Cid )u—(l
L
s |E|2 (' + =re




2.1 Уравнение энергии

Умножение уравнения (1.2.9) скалярно на[image: image77.png]


с последующим интегрированием дает

[image: image78.png](1.2.10)




где[image: image79.png]


— постоянная интегрирования.

Это выражение можно также получить, исключая[image: image80.png]


из (1-2.4) и (1.2.3), с условием, что[image: image81.png]{. = dt/dt =




Это приводит к

[image: image82.png]et — (1 —éh) [e* — (u'sP| = ¢ (y2 —1). (L.2.11}




Вследствие того что

[image: image83.png]5% = (u's)® + (& X 8)?





и

[image: image84.png](u X 8





левая часть (1.2.11) вдвое превышает левую часть (1.2.10) и, следователь!; о,[image: image85.png](1.2.12)




Считая[image: image86.png]


в точке, где[image: image87.png]


из (1.2.10) находим

[image: image88.png]| — =
N 1ehe 22
o

(1.2.13)




где

[image: image89.png]2p iy

Py

&Ep

(12.14)




2.2 Шкалы времени

Уравнение (1.2.4)—дифференциальное, связывающее координатное и собственное время. С учетом (1.2.11) имеем

[image: image90.png]" (1.2.15)
a1 + [ e ) sm)




Если[image: image91.png]


определено интегрированием формулы (1.2.9), то можно найти[image: image92.png]


и, следовательно, получить после интегрирования выражения (1.2.15)[image: image93.png]


как функцию[image: image94.png]



Необходимо также выразить дифференциальное уравнение (1.2.15) через координатную скорость[image: image95.png]ds/df.



Принимая в (1.2.11)

[image: image96.png]



с учетом (1.2.4) получаем

[image: image97.png]vl L e - B{e j‘j]}/ . (1.2.16)




Формулы (1.2.15) и (1.2.16) можно вывести делением формулы (1.2.32) на, соответственно,[image: image98.png]dv u df.




3. НЬЮТОНОВО ПРИБЛИЖЕНИЕ
Принимая в уравнении (1.2.9)[image: image99.png]


 получим известное выражение для ускорения под действием закона всемирного тяготения Ньютона

[image: image100.png](1.3.1)




Здесь мы отождествляем[image: image101.png]


 где[image: image102.png]


— постоянная тяготения, а[image: image103.png]


 - центральная масса. В этом случае в соответствии с (1.1.13) [image: image104.png]


 а из [image: image105.png]


 Таким образом, уравнение (1.2.4) дает.[image: image106.png]


 а координатное и собственное время оказывается идентичным.

Подставив (1.3.8) в (1.2.9) и зная, что[image: image107.png]


— произвольная функция [image: image108.png]


 можно получить уравнение геодезической в любых координатах. Очевидно, что даже и при[image: image109.png]—



закон обратных квадратов строго выводится только в случае постоянства к, что вновь приводит нас к стандартным координатам Шварцшильда с простой лишь сменой шкалы. Таким образом, уравнение геодезической (1.2.9) в стандартных координатах Шварцшильда является непосредственным релятивистским обобщением уравнения Ньютона (1.3.1). В этих координатах мы и будем рассматривать теорию орбитального движения, принимая ньютоново решение как первое приближение.

Теперь имеем

[image: image110.png]1$|Pa =(s X 8) Xu=Hk xu




и, следовательно,

[image: image111.png](1.3.9)




и далее по (3.3.1)

[image: image112.png]



Учитывая, что[image: image113.png]


—постоянный единичный вектор, интегрирование дает

[image: image114.png]s=t-(hxu+eg), (1.3.3)




где[image: image115.png]


— произвольный постоянный единичный вектор, а е — произвольная константа. В силу перпендикулярности [image: image116.png]


и[image: image117.png]


 из (1.3.3) следует, что[image: image118.png]


перпендикулярно[image: image119.png]h



и находится в плоскости орбиты.

Умножив скалярно (1.3.3) на[image: image120.png]h s,



получаем

[image: image121.png](b xs)ys=H=L(s]+efs), (1.3.4)




где обозначено[image: image122.png]=g xXh




Разделив (1.3.4) на[image: image123.png]


, находим уравнение

орбиты

[image: image124.png]=1+ efu (1.3.5)

nISI




Поскольку[image: image125.png]fng



— ортогональные единичные векторы в плоскости

орбиты, а[image: image126.png]


— единичный вектор вдоль[image: image127.png]


, можно ввести угол[image: image128.png]


такой, что

[image: image129.png]u == (cos9) f 4+ (sinB) g



 (1.3.6)

и, следовательно,[image: image130.png]fu = cosf.



Отсюда можно заключить, что (1.3.5) —

уравнение конического сечения, отнесенное к фокусу как началу, с эксцентриситетом е и параметром орбиты[image: image131.png]Héln.



Единичный вектор

[image: image132.png]


 направлен вдоль большой полуоси (рис. 1.1) от центра к фокусу. Можно интерпретировать полную скорость[image: image133.png]


в (1.3.3) как сумму двух векторов: один из них — постоянная скорость[image: image134.png]wH,



 всегда перпендикулярная радиусу-вектору, а другой— постоянная скорость [image: image135.png]


 в фиксированном направлении[image: image136.png]


вдоль малой оси сечения. Приняв большую полуось равной [image: image137.png]


 для параметра орбиты имеем[image: image138.png]


 где верхний знак относится к эллиптическому движению[image: image139.png](e<C 1), a



нижний — к гиперболическому[image: image140.png]> 1)



 Таким образом,

[image: image141.png]H= 4 pa(l —e), (1.3.7)




а уравнение орбиты (1.3.5) приводится к виду

[image: image142.png]|Z| = oz (1 €% 7' (1 + ecos 8). (1.3.8)




Расстояние от фокуса О до ближайшей точки линии апсид[image: image143.png]A p




[image: image144.png]= Fa{l —eé&),



 поэтому полная энергия в соответствии с (1.2.13) имеет вид

[image: image145.png]I

52—

21(1

l—e)=

+

'm"i‘:

(1.3.9)




поскольку в таком приближении мы полагаем, что[image: image146.png]


или[image: image147.png]



Уравнение (1.3.9) показывает, что при[image: image148.png]


движение стабильно

и орбита — эллипс; при [image: image149.png]&> 0



 орбита — гипербола; наконец, если

[image: image150.png]


 орбита — парабола. Уравнение энергии в ньютоновом приближении выводится из

(1.3.9) при[image: image151.png]¢® = oo B (1.2.10):




[image: image152.png](1.3.10)
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