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Введение
Наиболее доступными для изучения среде операторов, действующих в линейных нормированных пространствах, являются линейные операторы. Они представляют собой достаточно важный класс операторов, так как среди них можно найти операторы алгебры и анализа.
Целью дипломной работы является показать некоторые из линейных операторов, исследовать их на непрерывность и ограниченность, найти норму ограниченного оператора, а также спектр оператора и его резольвенту.

В первом и втором параграфах приведены основные сведения теории операторов: определение линейного оператора, непрерывности и ограниченности линейного оператора, его нормы. Рассмотрены некоторые примеры. 

В третьем параграфе даны определения обратного оператора, спектра оператора и его резольвенты. Рассмотрены примеры. 
В четвертом параграфе исследуется оператор умножения на непрерывную функцию: Ах(t) = g(t)x(t). 
В пятом параграфе приведен пример оператора интегрирования Аf(t)=[image: image1.wmf]ò
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В седьмом параграфе исследуется оператор сдвига Af(x) = f(x+a). 
Показана линейность, непрерывность, ограниченность, найдена норма, точки спектра и резольвента всех трех операторов.

В шестом параграфе исследуется оператор дифференцирования Дf(x)=f/(x), в пространстве дифференцируемых функции D[a, b]. Показана его линейность. Доказано, что Д не является непрерывным оператором, а также как из неограниченности оператора следует его разрывность. 
§1. Определение линейного оператора. Примеры
Определение 1. Пусть Ex и Ey 
– линейные пространства над полем комплексных (или действительных) чисел. Отображение А: Ex ( Ey называется линейным оператором, если для любых элементов х1 и х2 пространства Ex и любого комплексного (действительного) числа [image: image2.wmf]a

 выполняются следующие равенства 
: 
1. А(х1+х2) = Ах1 + Ах2; 
2. А([image: image3.wmf]a

х) = [image: image4.wmf]a

А(х); 
Примеры линейных операторов:

1) Пусть Е = Е1 – линейное топологическое пространство. Оператор А задан формулой:
Ax = x для всех x [image: image5.wmf]Î

 Е.
Такой оператор, переводящий каждый элемент пространства в себя является линейным и называется единичным оператором.

2) Рассмотрим D[a,b] – пространство дифференцируемых функций, оператор дифференцирования Д в пространстве D[a,b] задан формулой:
Дf(x) = f/(x).
Где f(x) [image: image6.wmf]Î

 D[a, b], f/(x) [image: image7.wmf]Î

 C[a, b].
Оператор Д определен не на всем пространстве C[a, b], а лишь на множестве функций имеющих непрерывную производную. Его линейность, очевидно, следует из свойств производной.

3) Рассмотрим пространство С[-[image: image8.wmf]¥

, +[image: image9.wmf]¥

] – пространство непрерывных и ограниченных функций, оператор А сдвигает функцию на const a:
Аf(x) = f(x+a).
Проверим линейность оператора А:
1) А(f+g) = (f+g)(x+a) = f(x+a) + g(x+a) = А(f) + А(g). 
Исходя из определения суммы функции, аксиома аддитивности выполняется.
2) A(kf(x)) = kf(x+a) = kA(f(x)).
Верна аксиома однородности. 
Можно сделать вывод, что А – линейный оператор.
4) Пусть [image: image10.wmf]=
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 (пространство непрерывных функций на отрезке [0,1], и дано отображение [image: image13.wmf]E
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Так как интеграл с переменным верхним пределом от непрерывной функции является функцией дифференцируемой, а, следовательно, непрерывной, то [image: image15.wmf]Î
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. В силу линейности определенного интеграла данное отображение является линейным оператором.

§2. Непрерывные линейные операторы в нормированном 
пространстве. Ограниченность и норма линейного оператора
Пусть [image: image17.wmf]E

, [image: image18.wmf]1

E

 – нормированные пространства.

Определение 2 .Оператор А: Е [image: image19.wmf]®

 Е1 называется непрерывным в точке [image: image20.wmf]E
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, если какова бы не была последовательность xn [image: image21.wmf]®

 x0, А(xn) сходится к А(x0). То есть, при p (xn, x0) [image: image22.wmf]®

 0, p (А(xn), А(x0)) [image: image23.wmf]®

 0.
Известно и другое (равносильное) определение непрерывности линейного оператора. 
Определение 3. Отображение А называется непрерывным в точке x0, если какова бы не была окрестность
 U точки y0 = А (x0) можно указать окрестность V точки x0 такую, что А(V) [image: image24.wmf]Ì

 U. 

Иначе [image: image25.wmf]e
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>0 [image: image26.wmf]d
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>0, что как только p (x, x0) < [image: image27.wmf]d

, p (f(x), f(x0)) < [image: image28.wmf]e

. 
Теорема 1. 
Если линейный оператор непрерывен в точке х0 = 0, то он непрерывен и в любой другой точке этого пространства.

Доказательство. Линейный оператор А непрерывен в точке х0=0 тогда и только тогда, когда [image: image29.wmf]0
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. Пусть оператор А непрерывен в точке х0=0. Возьмем последовательность точек пространства хn(х1, тогда хn–х1(0, отсюда А(хn–х1)(А(0)=0, т. е. А(хn–х1)(0.
Так как А – это линейный оператор, то А(хn–х1)(Ахn–Ах0, а тогда 
Ахn-Ах0 ( 0, или Ахn(Ах0.

Таким образом, из того, что линейный оператор А непрерывен в точке х0=0, следует непрерывность в любой другой точке пространства.

т. д-на.

Пример.
Пусть задано отображение F(y) = y(1) пространства С[0, 1] в R. Проверим, является ли это отображение непрерывным.

Решение.

Пусть y(x) – произвольный элемент пространства С[0, 1] и yn(x) – произвольная сходящаяся к нему последовательность. Это означает:
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®

n

Lim

[image: image32.wmf]1

0

max

£

£

x

|yn(x)- y(x))| = 0.
Рассмотрим последовательность образов: F(yn) = yn(1). 
Расстояние в R определено следующим образом:
p (F(yn), F(y)) = |F(yn) - F(y))| = | yn(1) - y(1)| [image: image33.wmf]£
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|yn(x)- y(x))|=p(yn,y),
то есть p (F(yn), F(y)) [image: image35.wmf]®

 0.
Таким образом, F непрерывно в любой точке пространства С[a, b], то есть непрерывно на всем пространстве.
С понятием непрерывности линейного оператора тесно связано понятие ограниченности.
Определение 4. Линейный оператор А: Е [image: image36.wmf]®

 Е1 называется ограниченным, если можно указать число K>0 такое, что 
||Аx|| [image: image37.wmf]£

 K||x||.                (1)
Теорема 2.

Среди всех констант K, удовлетворяющих (1), имеется наименьшее.

Доказательство:

Пусть множество S – множество всех констант K, удовлетворяющих (1), будучи ограниченным снизу (числом 0), имеет нижнюю грань k. Достаточно показать, что k [image: image38.wmf]Î

 S. 

По свойству нижней грани в S можно указать последовательность (kn), сходящуюся к k. Так как kn [image: image39.wmf]Î

 S, то выполняется неравенство: |А(x)| [image: image40.wmf]£

 kn||x||, (x[image: image41.wmf]Î
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получаем |А(x)| [image: image43.wmf]£

 k||x||, где (x[image: image44.wmf]Î

E), (k [image: image45.wmf]Î

 S).

т. д-на.

Определение 5. Наименьшая из этих констант K, для которых выполняется неравенство (1), называется нормой оператора А и обозначается ||A||
. 

||А|| [image: image46.wmf]£

 K, для [image: image47.wmf]"

K, подходящего для (1), то есть |А(x)| [image: image48.wmf]£

 ||А||||x||, где

||А|| = [image: image49.wmf]1
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Между ограниченностью и непрерывностью линейного оператора существует тесная связь, а именно справедлива следующая теорема.
Теорема 3.

Для того, чтобы линейный оператор А действующий из Ex в Ey был ограничен, необходимо и достаточно, чтобы оператор А был непрерывен. 

Необходимость:

Дано: А – ограничен;

Доказать: А – непрерывен;

Доказательство:

Используя теорему 1 достаточно доказать непрерывность А в нуле.

Дано, что ||Аx|| [image: image52.wmf]£

 K||x||.

Докажем, что А непрерывен в нуле, для этого должно выполняться [image: image53.wmf]e
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 так, чтобы K*||x|| < [image: image59.wmf]e
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 K||x|| < K[image: image65.wmf]d

 = [image: image66.wmf]e

 

Непрерывность в нуле доказана, следовательно доказана непрерывность в [image: image67.wmf]"

 точке.

Достаточность:

Дано: А – непрерывен;

Доказать А – ограничен;

Доказательство:

Допустим, что А не ограничен. Это значит, что числу 1 найдется хотя бы один соответственный вектор x1 такой, что ||A x1|| > 1|| x1||.

Числу 2 найдется вектор x2, что ||A x2|| > 2|| x2|| и т.д.

Числу n найдется вектор xn, что ||A xn|| > n|| xn||.

Теперь рассмотрим последовательность векторов yn = [image: image68.wmf]||
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||yn|| = [image: image69.wmf]n
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Следовательно последовательность yn [image: image70.wmf]®

 0 при n [image: image71.wmf]®
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Так как оператор А непрерывен в нуле, то Аyn [image: image73.wmf]®

 0, однако 

||Аyn || = ||A[image: image74.wmf]||
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 = 1, получаем противоречие с Аyn [image: image79.wmf]®

 0, то есть А – ограничен

Для линейных операторов ограниченность и непрерывность оператора эквивалентны.

Примеры.
1) Покажем, что норма функционала
 F(y) = [image: image80.wmf]ò
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 в C[a, b], где p(x) – непрерывная на [a,b] функция, равна [image: image81.wmf]ò
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По определению 5: ||F|| = [image: image82.wmf]1
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Таким образом, норма F(y) = [image: image101.wmf]ò

b

a

dx

x

y

x

p

)

(

)

(

 будет ||F|| = [image: image102.wmf]ò

b

a

dx

x

p

|

)

(

|

;

2) Найдем норму функционала, определенного на C[0, 2], где p(x)=(x-1)
F(y) = [image: image103.wmf]ò
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По выше доказанному ||F|| = [image: image104.wmf]ò
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§3. Обратный оператор. Спектр оператора и резольвента
Пусть [image: image105.wmf]E

, [image: image106.wmf]1

E

 – нормированные пространства, [image: image107.wmf]1
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 – линейный оператор, DA- область определения оператора, а RA – область значений.
Определение 6. Оператор А называется обратимым, если для любого элемента у, принадлежащего RA, уравнение Ах=у имеет единственное решение.

Если оператор А обратим, то каждому элементу у, принадлежащему RA, можно поставить в соответствие единственный элемент х, принадлежащий DA и являющийся решением уравнения Ах=у. Оператор, осуществляющий это соответствие, называется обратным оператором к оператору А и обозначается А-1. 
Теорема 4. 
Для того чтобы линейный оператор [image: image108.wmf]1
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 имел ограниченный обратный оператор необходимо и достаточно, чтобы выполнялось неравенство:
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Доказательство: 

Достаточность. 

Пусть выполняется данное неравенство. Тогда равенство Ax=0 возможно лишь тогда, когда x – нулевой вектор. Получим 0 [image: image110.wmf]³

 m*||x||, отсюда ||x|| [image: image111.wmf]£

 0, но так как норма не может быть <0, то x=0. А обращается в ноль лишь на нулевом векторе. Итак, А-1 существует. 
Докажем его ограниченность.

y=Ax.

x=A-1y, норма ||A-1y||=||x||, но ||x|| [image: image112.wmf]£

 [image: image113.wmf]m
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||Ax||=[image: image114.wmf]m
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Отсюда ||A-1y|| [image: image115.wmf]£

 [image: image116.wmf]m
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||y||, то есть обратный оператор существует и он ограничен. 
Если за m возьмем наибольшую из возможных, то получим, что ||A-1||=[image: image117.wmf]m

1

.
Необходимость.
Пусть от А имеется ограниченный обратный А-1 на нормированном пространстве. 
Итак, ||A-1y|| [image: image118.wmf]£

 М||y||.
Подставляем значение y и значение A-1y,получим ||x|| [image: image119.wmf]£

 M||Ax|| (М всегда можно считать положительным числом).
Отсюда ||Ax|| [image: image120.wmf]³

 [image: image121.wmf]М
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 m||x||. 
т. д-на.

В теории операторов важную роль играет понятие спектра оператора. Рассмотрим это понятие сначала для конечномерного пространства.
Определение 7. Пусть А – линейный оператор в n-мерном пространстве Еn. Число λ называется собственным значением оператора А, если уравнение Ах=λх имеет ненулевые решения. Совокупность всех собственных значений называется спектром оператора А, а все остальные значения λ – регулярными. Иначе говоря, λ есть регулярная точка, если оператор [image: image124.wmf]I
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, где I – единичный оператор, обратим, При этом оператор (А – λI)-1, как и всякий оператор в конечномерном пространстве, ограничен. Итак, в конечномерном пространстве существуют две возможности:

1) уравнение Ах=λх имеет ненулевое решение, то есть λ является собственным значением для оператора А; оператор (А – λI)-1 при этом не существует;

2) существует ограниченный оператор (А – λI)-1, то есть λ есть регулярная точка.

В бесконечном пространстве имеется еще и третья возможность, а именно:

3) оператор (А – λI)-1 существует, то есть уравнение Ах=λх имеет лишь нулевое решение, но этот оператор не ограничен.

Введем следующую терминологию. Число λ мы назовем регулярным для оператора А, действующего в линейном нормированном пространстве Е, если оператор (А – λI)-1, называемый резольвентой оператора А, определен на всем пространстве Е и непрерывен. Совокупность всех остальных значений λ называется спектром оператора А. Спектру принадлежат все собственные значения оператора А, так как, если (А – λI)х=0 при некотором х≠0, то оператор (А – λI)-1 не существует. Их совокупность называется точечным спектром. Остальная часть спектра, то есть совокупность тех λ, для которых (А – λI)-1 существует, но не непрерывен, называется непрерывным спектром. Итак, каждое значение λ является для оператора А или регулярным, или собственным значением, или точкой непрерывного спектра. Возможность наличия у оператора непрерывного спектра – существенное отличие теории операторов в бесконечномерном пространстве от конечномерного случая.

Определение 8. Оператор [image: image125.wmf]1
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 оператора А и обозначается [image: image127.wmf])
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Теорема 5. Пусть [image: image129.wmf]E
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Доказательство. Умножим обе части равенства на [image: image132.wmf])
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 – регулярные для оператора А, то оператор [image: image147.wmf])
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 следует, что [image: image150.wmf]y
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. Значит, утверждение теоремы верно. 

т. д-на.

Примеры.
1) Рассмотрим в пространстве C[0,1] оператор умножения на независимую переменную t: Ax = tx(t).

Уравнение Аx=[image: image151.wmf]l

x принимает в этом случае вид:
tx(t) - [image: image152.wmf]l

x(t) = y(t),
решение x(t) этого уравнения есть функция, тождественно ему удовлетворяющая. 

Если [image: image153.wmf]l

 лежит вне отрезка [0, 1], то уравнение Аx=[image: image154.wmf]l

x имеет при любом y(t) единственное непрерывное решение:
x(t) = [image: image155.wmf]l
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t

1

y(t),
откуда следует, что все такие значения параметра [image: image156.wmf]l

 являются регулярными, и резольвента есть оператор умножения на [image: image157.wmf]l
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R[image: image158.wmf]l

(y) = [image: image159.wmf]l
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y(t).

Все значения параметра, принадлежащие отрезку[0, 1], являются точками спектра. В самом деле, пусть [image: image160.wmf]l

0 [image: image161.wmf]Î

 [0, 1]. Возьмем в качестве y(t) какую-нибудь функцию, не обращающуюся в нуль в точке [image: image162.wmf]l

0, y([image: image163.wmf]l

0) = a [image: image164.wmf]¹

 0. Для такой функции равенство (t - [image: image165.wmf]l

0)x(t) = y(t), не может тождественно удовлетворяться ни при какой непрерывной на отрезке [0, 1] функции x(t), ибо в точке t = [image: image166.wmf]l

0 левая часть его равна нулю, в то время как правая отлична от нуля. Следовательно, при [image: image167.wmf]l

 = [image: image168.wmf]l

0 уравнение Аx=[image: image169.wmf]l

x не имеет решения для произвольной правой части, что и доказывает принадлежность [image: image170.wmf]l

0 спектру оператора A. Вместе с тем ни одна точка спектра не является собственным значением, так как решение однородного уравнения (t - [image: image171.wmf]l

)x(t) = 0, [image: image172.wmf]l

 [image: image173.wmf]Î

 [0, 1], при любом t, отличном от [image: image174.wmf]l

, а следовательно, в силу непрерывности и при t = [image: image175.wmf]l

, обращается в нуль, т.е. тождественно равно нулю.

2) Пусть оператор А действующий из Е [image: image176.wmf]®

 Е, задается матрицей А=[image: image177.wmf]÷
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Введем обозначения: 
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[image: image182.wmf]2
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x1, x2, y1, y2 [image: image183.wmf]Î

 E;

A - [image: image184.wmf]l
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, найдем определитель A - [image: image186.wmf]l

*I:

D(A - [image: image187.wmf]l

*I) = [image: image188.wmf]l
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 = (2-[image: image189.wmf]l

)*(-2-[image: image190.wmf]l

) – 3 = [image: image191.wmf]l

2 – 7;

Если определитель отличен от нуля, то есть если [image: image192.wmf]l

 не есть корень уравнения [image: image193.wmf]l

2 – 7 = 0, следовательно, все такие значения параметра [image: image194.wmf]l

 регулярные.

Корни уравнения [image: image195.wmf]l

2 – 7 = 0 образуют спектр:

[image: image196.wmf]l

1 = [image: image197.wmf]7

; [image: image198.wmf]l

2 = -[image: image199.wmf]7

;

[image: image200.wmf]l

1, [image: image201.wmf]l

2 – собственные значения.
Найдем собственные векторы для собственных значений [image: image202.wmf]l

:

при [image: image203.wmf]l

 = [image: image204.wmf]7

 получаем:
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í

ì

=

+

-

=

+

-

0

)

7

2

(

0

3

)

7

2

(

2

1

2

1

x

x

x

x


откуда x1 = (2+[image: image206.wmf]7

)x2; 1-й собственный вектор: ((2+[image: image207.wmf]7

)x, x);

при [image: image208.wmf]l

 = -[image: image209.wmf]7

 получаем: 
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откуда x1 = (2 - [image: image211.wmf]7

)x2 ; 2-й собственный вектор: ((2 - [image: image212.wmf]7

)x, x);

§4. Оператор умножения на непрерывную функцию
Рассмотрим пространство [image: image213.wmf]]

;

[

b

a

C

 непрерывных на отрезке [image: image214.wmf]]

;

[

b

a

 функций, и оператор А, заданный формулой:

Ах(t) = g(t) x(t).
g(t) - функция, непрерывная на [a, b]; a,b[image: image215.wmf]Î

R.
Проверим является ли оператора А линейным, то есть, по определению 1, должны выполняться аксиомы аддитивности и однородности.
1) Аксиома аддитивности: A(f+g) = A(f) + A(g).
A(f+g) = (g(t)+f(t))x(t) = g(t)x(t)+f(t)x(t) = A(f) + A(g).
2) Аксиома однородности: A(k*f) = k*A(f).
A(k*f) = A(k*x(t)) = k*g(t)x(t) = kA(x(t)) = k*A(f).
По средствам арифметических операции над функциями, аксиомы аддитивность и однородность выполняются. Оператор А является линейным по определению.
3) Проверим, является ли А непрерывным, для этого воспользуемся определением непрерывности:

p (fn(x), f0(x)) [image: image216.wmf]¥
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 0    [image: image217.wmf]Þ

    p (A fn(x), Af0(x)) [image: image218.wmf]¥
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0.
Оператор А, действует в пространстве C[[image: image219.wmf]+¥

¥

-

,

], в котором расстояние между функциями определяется следующим образом:

p (fn(x), f0(x)) = [image: image220.wmf]R
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| fn(x) - f0(x)|.
Решение:
p (A xn(t), Ax0(t)) = [image: image221.wmf]R
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|Axn(t) - Ax0(t)| = [image: image222.wmf]R
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  [image: image224.wmf]R
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t

Î

max

|g(t)|p (xn(t), x0(t)) [image: image227.wmf]¥
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Итак, p (A xn(t), Ax0(t)) [image: image228.wmf]¥
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 0. Следовательно по определению 2 оператор А является непрерывным, а по теореме 3 он ограничен.
4) Оператор А ограниченный, следовательно у него можно найти норму. 

По определению 5: ||A||=[image: image229.wmf]1
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|g(t)x(t)| [image: image232.wmf]£
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||A||=[image: image237.wmf]1
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 |g(t)|.
Норма оператора А: ||A|| = |g(t)|.
5) Обратимость оператора А, его спектр и резольвента.
Возьмем произвольное число [image: image241.wmf]l

 и составим оператор [image: image242.wmf]I
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: 
(А-(I) x(t) = (g(t) –( ) х(t).
Чтобы найти обратный оператор, нужно решить уравнение  [image: image243.wmf])
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Если число [image: image248.wmf]l

 не является значение функции g(t), то знаменатель не обращается в 0, и функция [image: image249.wmf]l
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 непрерывна на данном отрезке, а, значит, ограничена: существует такое число С, что на всем отрезке [image: image250.wmf]C
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. Отсюда следует, что оператор [image: image251.wmf]1
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 является ограниченным. 
Если же [image: image252.wmf])
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 не существует. Следовательно, спектр оператора состоит из всех ( = g(t). 
Резольвента оператора имеет вид [image: image254.wmf])
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Отметим, что точки спектра [image: image255.wmf])
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, не являются собственными числами. Не существует такой непрерывной функции [image: image257.wmf])
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. Поэтому весь спектр данного оператора является непрерывным.

Вывод:
Оператор A, заданный формулой: Ах(t) = g(t)x(t), где g(t) - функция, непрерывная на [a, b], a,b[image: image260.wmf]Î

R:
1.  линейный;

2. непрерывный;

3. ограниченный, с нормой ||A|| = |g(t)|;

4. обратим при [image: image261.wmf])
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, для любого [image: image262.wmf]]
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5. спектр оператора состоит из всех ( = g(t); спектр данного оператора является непрерывным;
6. резольвента имеет вид [image: image263.wmf])
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§5. Оператор интегрирования
Рассмотрим оператор интегрирования, действующий в пространстве непрерывных функций - C[a,b], определенных на отрезке [a,b], заданный следующим образом:
Аf(t) = [image: image264.wmf]ò
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.
f(t) – функция, непрерывная на [a, b],t [image: image265.wmf]Î

 [a,x]; x [image: image266.wmf]Î

 [a,b]; a,b[image: image267.wmf]Î

R;
Поскольку [image: image268.wmf]ò
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 - интеграл с переменным верхним пределом, есть функция от верхнего предела – F(x), a [image: image269.wmf]£

 x [image: image270.wmf]£

 b; Следовательно можно утверждать, что А – оператор.
Проверим оператор A на линейность. По определению 1:
1) Аксиома аддитивности: A(f+g) = A(f) + A(g).
A(f+g) = [image: image271.wmf]ò
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 = [image: image272.wmf]ò
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 = A(f) + A(g).
2) Аксиома однородности: A(kf) = kA(f).
A(kf) = [image: image274.wmf]ò

x

a

dt

t

kf

)

(

 = k*[image: image275.wmf]ò
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Исходя из свойств интеграла:

1. интеграл от суммы, есть сумма интегралов;

2. вынесение const за знак интеграла.
Можно сделать вывод: оператор А является линейным.
3) Проверим, является ли А непрерывным, для этого воспользуемся определением непрерывности:
p (fn(t), f0(t)) [image: image276.wmf]¥
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    p (A fn(t), Af0(t)) [image: image278.wmf]¥
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0.
Оператор А, действует в пространстве C[a,b], в котором расстояние между функциями определяется следующим образом:
p (fn(t), f0(t)) = [image: image279.wmf]]
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Таким образом p (A fn(t), Af0(t)) [image: image294.wmf]¥
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 0. следовательно по определению 2 оператор А непрерывен.
4) Непрерывный оператор является ограниченным (теорема 3):
|[image: image295.wmf]ò
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0 [image: image302.wmf]£

 |[image: image303.wmf]ò
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| [image: image304.wmf]£

 |b-a|.
5) Оператор А ограниченный, следовательно у него можно найти норму. Найдем норму оператора А (используя определение ||A||=[image: image305.wmf]1
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||A|| = [image: image306.wmf]1
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[image: image314.wmf]ò
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 = (x-a);
a [image: image315.wmf]£

 x [image: image316.wmf]£

 b;

Норма оператора А: ||A|| = (b-a);
6) Обратимость интегрального оператора и его спектр.
Возьмем пространство S = {f [image: image317.wmf]Î

 C[0,b] / f(0) = 0} с нормой ||f|| = [image: image318.wmf]]

,

0

[

sup

b

x

Î

|f(x)|.
В пространстве S рассмотрим оператор А:
Аf = [image: image319.wmf]ò
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x [image: image320.wmf]Î

 [0,b], t [image: image321.wmf]Î

 [0,x];

Найдем оператор обратный к (A - [image: image322.wmf]l

*I), [image: image323.wmf]l

 [image: image324.wmf]Î

 R;
(A - [image: image325.wmf]l

*I)*f = g

[image: image326.wmf]ò
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 - [image: image327.wmf]l

*f(x) = g(x)          (1)

Пусть функции f и g дифференцируемы;
Продифференцируем уравнение (1), получим:

f - [image: image328.wmf]l

*f/ = g/           (2)
Это уравнение (2) – дифференциальное неоднородное линейное уравнение. Решим это уравнение, используя метод Бернулли.
[image: image329.wmf]l

f

 - f/ = [image: image330.wmf]l

/

g


[image: image331.wmf]l

/

g

 - [image: image332.wmf]l

f

 + f/ = 0           (3)

Представим решение уравнения в виде: f(x) = U(x)*V(x), тогда уравнение (3) примет вид: 

[image: image333.wmf]l
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(
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/

x

 - [image: image334.wmf]l

1

*U*V + U/ *V + U*V/  = 0
U/ *V + U*V/ - [image: image335.wmf]l

1

*U*V = - [image: image336.wmf]l
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U/ *V + U*(V/ - [image: image337.wmf]l

1

*V) = - [image: image338.wmf]l
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(
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         (4)

Решаем однородное линейное уравнение:
V/ - [image: image339.wmf]l

1

*V = 0
V/ = [image: image340.wmf]l

1

*V
[image: image341.wmf]dx

dV

 = [image: image342.wmf]l
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*V
[image: image343.wmf]ò
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LnV = [image: image345.wmf]l
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V = [image: image346.wmf]l
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*[image: image347.wmf]c

e

, пусть [image: image348.wmf]c

e

 = с1
V = с1*[image: image349.wmf]l

x

e


Подставим частное решение однородного уравнения в уравнение (4) при условии, что V/ - [image: image350.wmf]l

1

*V = 0.

Получим уравнение: 
U/ * с1*[image: image351.wmf]l
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 = - [image: image352.wmf]l
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U = -[image: image358.wmf]l

*

1

1

c

*[image: image359.wmf]ò
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Подставим U и V в f(x) = U(x)*V(x) и получим: 
f(x) = с1*[image: image360.wmf]l
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*(-[image: image361.wmf]l
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)*[image: image362.wmf]ò

-

x

t

dt

e

t

g

0

/

*

)

(

l


найдем интеграл Y = [image: image363.wmf]ò
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, интегрируем по частям: 
dz = g/(x)dx;
z = [image: image364.wmf]ò
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 = g(x);

j = [image: image365.wmf]l
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dj = - [image: image366.wmf]l
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*[image: image367.wmf]l
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Y = g(x)* [image: image368.wmf]l
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Подставим полученное значение в выражение f(x), которое примет вид:
f(x) = -[image: image371.wmf]l
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Получим оператор В:
Bg = -[image: image375.wmf]l
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x [image: image379.wmf]Î

 [0,b], t [image: image380.wmf]Î

 [0,x], g(x) [image: image381.wmf]Î

 S, [image: image382.wmf]l

 - произвольное число.

Оператор В не существует, если [image: image383.wmf]l

 = 0;

Рассмотрим ограниченность оператора В для всех [image: image384.wmf]l

 [image: image385.wmf]Î

 R, [image: image386.wmf]l

 [image: image387.wmf]¹

 0;
||Bg|| = ||f(x)|| = [image: image388.wmf]]
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Эти оба случая можно записать в общем виде: [image: image444.wmf]]

,

[

max

b

o

x

Î

{1, [image: image445.wmf]|

|

l

b

e

}, тогда 
[image: image446.wmf]]

,

[

b

o

x

Sup

Î

|g(x)|*( [image: image447.wmf]|

|

1

l

 + [image: image448.wmf]2

1

l

*[image: image449.wmf]]

,

[

b

o

x

Sup

Î

[image: image450.wmf]l

x

e

*[image: image451.wmf]]

,

[

b

o

x

Sup

Î

[image: image452.wmf]l

x

e

-

*b) [image: image453.wmf]£

 [image: image454.wmf]]

,

[

b

o

x

Sup

Î

|g(x)|*( [image: image455.wmf]|

|

1

l

 + [image: image456.wmf]2

1

l

*[image: image457.wmf]]

,

[

max

b

o

x

Î

{1, [image: image458.wmf]|

|

l

b

e

}*b) = ||g(x)||*( [image: image459.wmf]|

|

1

l

 + [image: image460.wmf]2

1

l

*[image: image461.wmf]]

,

[

max

b

o

x

Î

{1, [image: image462.wmf]|

|

l

b

e

}*b);

Итак:
||Bg|| [image: image463.wmf]£
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То есть В – ограничен.
Осталось проверить, что В – оператор, обратный к (A - [image: image468.wmf]l

*I).
Если это так, то произведение этих операторов равно единичному оператору или же (A - [image: image469.wmf]l

*I)*(Bg) = g(x).
Итак, нужно доказать, что

[image: image470.wmf]ò

ò

-

-

-

x

t

u

t

dt

du

e

u

g

e

t

g

0

0

2

)

)

*

)

(

(

)

(

(

l

l

l

l

 + g(x) + [image: image471.wmf]l

l

x

e

*[image: image472.wmf]ò

-

x

t

dt

e

t

g

0

*

)

(

l

 = g(x) 
или 
-[image: image473.wmf]l
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Возьмем производную от левой части (*) и получим:
-[image: image480.wmf]l
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Следовательно, выражение (*) = const. Но, так как при x=0 выражение (*) (точнее его левая часть) равно 0, то и const=0. Значит В – обратный оператор к (A - [image: image498.wmf]l

*I) в S.
Итак, мы получили ограниченный оператор В, обратный к (A - [image: image499.wmf]l

*I), который существует при [image: image500.wmf]"

 [image: image501.wmf]l

 [image: image502.wmf]Î

 R, за исключением [image: image503.wmf]l

=0, то есть все возможные [image: image504.wmf]l

[image: image505.wmf]¹

0 – это регулярные точки оператора А; Сам же оператор В – резольвента оператора А. Спектр оператора А – значение [image: image506.wmf]l

 при которых В не существует, то есть [image: image507.wmf]l

=0.
Вывод:

Оператор интегрирования, действующий в пространстве непрерывных функций – C[a,b], определенных на отрезке [a,b], заданный следующим образом: Аf(t) = [image: image508.wmf]ò
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, где f(t) – функция, непрерывная на [a, b], t [image: image509.wmf]Î

 [a,x]; x [image: image510.wmf]Î

 [a,b]; a,b[image: image511.wmf]Î

R:
1. линейный;

2. непрерывный;

3. ограниченный: 0 [image: image512.wmf]£

 |[image: image513.wmf]ò
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| [image: image514.wmf]£

 |b-a|;

4. норма A: ||A|| = (b-a);
5.  резольвента оператора А: R[image: image515.wmf]l

(A) = -[image: image516.wmf]l
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 - [image: image517.wmf]2
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*[image: image518.wmf]l
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x [image: image520.wmf]Î

 [0,b], t [image: image521.wmf]Î

 [0,x], g(x) [image: image522.wmf]Î

 S, S = {f [image: image523.wmf]Î

 C[0,b] / f(0) = 0} с нормой ||f||=[image: image524.wmf]]
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|f(x)|, g(x) = [image: image525.wmf]ò
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 - [image: image526.wmf]l

*f(x), [image: image527.wmf]l

- произвольное число.

6. Спектр оператора А: [image: image528.wmf]l

=0. 
§6. Оператор дифференцирования.
Рассмотрим оператор дифференцирования Д действующий в пространстве дифференцируемых функций – D[a,b], заданный следующим образом: 
Дf(x) = f/(x);
Функция f(x) [image: image529.wmf]Î

 D[a, b], f/(x) [image: image530.wmf]Î

 C[a, b];

Проверим оператор Д на линейность, по определению 1:
1) Аксиома аддитивности: Д(f+g) = Д(f) + Д(g).
Д(f+g) = (f+g)/ = f/ + g/ = Д(f) + Д(g).
2) Аксиома однородности: Д(kf) = kД(f).
Д(kf) = (kf) / = k(f)/ = kД(f).

Исходя из свойств производной:
1. производная от алгебраической суммы нескольких функций равна алгебраической сумме их производных;

2. постоянный множитель можно вынести за знак производной.
Можно утверждать, что Д – линейный оператор.

3) Для линейных операторов ограниченность и непрерывность оператора эквивалентны, это следует из теоремы 3.
3.1) Для начала покажем, что Д не является непрерывным оператором.
Задан оператор Дf(x) = f/(x) подпространства E [image: image531.wmf]Ì

 C[0, 2[image: image532.wmf]p

], состоящего из непрерывно дифференцируемых функций, в пространство C[0, 2[image: image533.wmf]p

].
Рассмотрим f0(x) = 0 [image: image534.wmf]Î

 C[0, 2[image: image535.wmf]p

] и последовательность функций fn(x)=[image: image536.wmf]n
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В пространстве E [image: image537.wmf]Ì

 C[0, 2[image: image538.wmf]p

]: p (f0, fn) = [image: image539.wmf]]
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 0, следовательно fn  [image: image543.wmf]®

 f0. 
Рассмотрим последовательность образов: Д(fn ) = cos(nx).
Имеем: 

p (Дfn, Дf0) = [image: image544.wmf]]
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|cos(nx)| [image: image545.wmf]³
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Это означает, что Дfn не может сходиться к Дf0 , то есть отображение Д терпит разрыв в f0.
Поскольку оператор не является непрерывным, то, следовательно, он и не является ограниченным.
3.2) Теперь покажем, как из неограниченности оператора следует его разрывность.
Пусть оператор Д действует из C[0, 1] в C[0, 1], оператор Дf(x) = f/(x);
Этот оператор определен не на всем пространстве непрерывных функций, а лишь на подпространстве непрерывных функций, имеющих непрерывную производную.
В пространстве C[0, 1] норма ||f|| = [image: image547.wmf]]
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Возьмем из C[0, 1] последовательность fn(t) = tn. Она ограничена в C[0, 1]: ||fn(t)|| = [image: image548.wmf]]
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Рассмотрим Д fn(t): Д fn(t) = f/n(t) = n tn-1;
||f/n(t)|| = [image: image549.wmf]]
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В результате получили, что оператор Д переводит ограниченное множество в неограниченное, значит, по определению этот оператор не является ограниченным, а по теореме 3 не является непрерывным.
Вывод: 
Оператор дифференцирования Д действующий в пространстве дифференцируемых функций – D[a,b], заданный следующим образом: Дf(x)=f/(x), где функция f(x) [image: image550.wmf]Î

 D[a, b], f/(x) [image: image551.wmf]Î

 C[a, b]:

1. линейный;
2. не ограниченный;
3. не непрерывный. 
§7. Оператор сдвига
Рассмотрим оператор А, действующий в пространстве непрерывных и ограниченных функций – C[[image: image552.wmf]+¥

¥

-

,

], заданный следующим образом: 
Af(x) = f(x+a).
Функции f(x), f(x+a) [image: image553.wmf]Î

 C[[image: image554.wmf]+¥
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], a [image: image555.wmf]Î

 R, f(x+a) – непрерывная и ограниченная функция.
Покажем линейность оператора А, по определению 1 должны выполняться следующие аксиомы :

1) Аксиома аддитивности: А(f+g) = А(f) + А(g).
А(f+g) = (f+g)(x+a) = f(x+a) + g(x+a) = А(f) + А(g).
По определению суммы функции, аксиома верна.
2) Аксиома однородности: А(kf) = kА(f).
A(k*f(x)) = k*f(x+a) = k*A(f(x)).
Аксиомы 1 и 2 верны, следовательно можно сделать вывод, что А – линейный оператор.
3) Проверим является ли оператор A непрерывным, для этого воспользуемся определением непрерывности:

p (fn(x), f0(x)) [image: image556.wmf]¥
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    p (A fn(x), Af0(x)) [image: image558.wmf]¥
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Оператор А действует в пространстве C[[image: image559.wmf]+¥
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], в котором расстояние между функциями определяется следующим образом:
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Решение: 
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|fn(t) - f0(t)| = p (fn(t), f0(t)) [image: image565.wmf]¥

®

®

n

 0.
Таким образом p (A fn(x), Af0(x)) [image: image566.wmf]¥
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 0. Следовательно оператор А непрерывен.
4) Непрерывный оператор является ограниченным, а у ограниченного оператора есть норма, найдем норму оператора А (по определению 5): 
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Поскольку ||f|| = [image: image570.wmf]R
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 1.
Норма А: ||A|| = 1.

5) Обратимость оператора А: Af(x) = f(x+a) 
Такой оператор A сдвигает функцию на const a; обратный к A оператор будет сдвигать функцию на const (-a):
A-1f(x) = f(x-a).
6) Спектр оператора А.
Рассмотрим пространство непрерывных функций – С[0, +[image: image572.wmf]¥

), имеющих конечный предел на [image: image573.wmf]¥

: 
Af(x) = f(x+a), a[image: image574.wmf]³

0.
Вопрос о спектре оператора А касается разрешимости в пространствах С[0,b) и С[а,+[image: image575.wmf]¥

).
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Следовательно рассмотренная функция входит в пространство С[0,+[image: image582.wmf]¥

).
Теперь рассмотрим V(x+a) = [image: image583.wmf]a
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*V(x). 
Для [image: image587.wmf]l

=0 подберем непрерывную функцию = 0 при x [image: image588.wmf]³

 а и не равную 0 при x [image: image589.wmf]Î

 [0, a]. Для этой функции A(V(x)) = 0 то есть она является собственным вектором для числа 0; функция V(x) = с, так же удовлетворяет разностному отношению [image: image590.wmf]l

 V(x) - V(x+a) = 0. Значит [image: image591.wmf]l

=1 [image: image592.wmf]Î

 точечному спектру и в том и в другом пространстве. И все точки внутри единичного круга [image: image593.wmf]Î

 точечному спектру.
Покажем, что остальные точки окружности [image: image594.wmf]Î

 точечному спектру оператора А в пространстве С[0, +[image: image595.wmf]¥
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), принадлежит пространству С[0,b) так как мнимая и действительная части – функции ограниченные, но не принадлежат пространству С[a, +[image: image607.wmf]¥

) так как не имеют конечного предела на [image: image608.wmf]¥

. 
Если точки лежат вне единичного круга, то они регулярные для оператора А в 2-х пространствах.
Покажем, что в пространстве С[0, +[image: image609.wmf]¥

) точки [image: image610.wmf]l
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n не будут собственными числами.

Докажем это от противного: пусть найдется [image: image615.wmf]l

 = [image: image616.wmf]t

i

e

, [image: image617.wmf]t

 [image: image618.wmf]¹

 2[image: image619.wmf]p

n – собственное число, тогда найдется функция f(x) [image: image620.wmf]Î

 С[0, +[image: image621.wmf]¥

), что 

f(x+a) = [image: image622.wmf]l

f(x).
Применим оператор А n раз: f(x+n*a) = [image: image623.wmf]l

nf(x), тогда 
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nf(x), у левой части предел конечен; 
правая часть предела не имеет, так как не имеет предела последовательность [image: image627.wmf]l
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Эти точки будут принадлежать спектру оператора А в пространстве С[0,+[image: image636.wmf]¥

), так как спектр замкнутое множество и граница единичного круга должна принадлежать спектру оператора А в пространстве С[0, +[image: image637.wmf]¥

).
Сделаем вывод:

При |[image: image638.wmf]l

|>1 все точки регулярные;

При |[image: image639.wmf]l

|<1 и [image: image640.wmf]l

=1 – точки спектра;
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n – точки непрерывного спектра.

Вывод:

Оператор А, действующий в пространстве непрерывных и ограниченных функций – C[[image: image646.wmf]+¥
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], заданный следующим образом: Af(x) = f(x+a), где функции f(x), f(x+a) [image: image647.wmf]Î
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 R, f(x+a) – непрерывная и ограниченная функция:
1. линейный; 
2. непрерывный и ограниченный; 
3. норма А: ||A|| = 1; 
4. A-1f(x) = f(x-a);
5. Спектр оператора А: 

· при |[image: image650.wmf]l

|<1 и [image: image651.wmf]l

=1 – точки спектра;

· при [image: image652.wmf]l
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n – точки непрерывного спектра;

· При |[image: image657.wmf]l

|>1 все точки регулярные.

Заключение
В ходе проделанной работы были рассмотрены основные определения теории линейных операторов: непрерывность, ограниченность, норма, спектр оператора и резольвента. Проведено исследование четыре оператора: оператор умножения на непрерывную функцию, оператор интегрирования, оператор дифференцирования, оператор сдвига. Можно сказать, что поставленные цели были достигнуты.
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� Ex и Ey  - линейные многообразия, то есть если x, y � Ex , то �x + �y � Ey , при � �, �. 


Ex – область определения А; 


Ey  - область значения А;


� Равенства 1 и 2 определяются как аксиомы аддитивности и однородности;


�Шаром в метрическом пространстве называется совокупность элементов x пространства, удовлетворяющих условию p (xn, x0) < а.


Шар D(x0, a).


Если p (xn, x0) � а, то D(x0, a) – замкнутый шар. 


Если p (xn, x0) = а, то S(x0, a) – сфера.


Всякий шар метрического пространства, содержащий точку y, называется окрестностью точки y.


 


�Свойства нормы оператора.


1) Если оператор � ограничен, �, то и оператор � ограничен, причем �.


2) Если операторы � ограничены, то и оператор � ограничен, причем � и �.


 


�Линейный функционал, есть частный случай линейного оператора. Именно, линейный функционал есть линейный оператор, переводящий пространство E в числовую прямую.





� Резольвента – это функция комплексного переменного со значениями во множестве операторов, определенная на множестве регулярных чисел данного оператора.
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